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Введение

1. Генеральный язык

Пусть случайная величина 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝)
T ∈ R𝑝, где 𝑝 — количество признаков.

Обозначим

∙ вектор средних 𝜇 = (E𝜉1, . . . ,E𝜉𝑝)
T ∈ R𝑝;

∙ ковариационную матрицу Σ = Cov𝜉 = E(𝜉 − E𝜉)(𝜉 − E𝜉)T ∈ R𝑝×𝑝.

Рассмотрим два случая:

∙ Центрированные данные: 𝜉(𝑐) = 𝜉−E𝜉. Тогда ковариационная матрица будет иметь

вид: Cov𝜉(𝑐) = E𝜉(𝑐)(𝜉(𝑐))T.

∙ Стандартизованные данные: 𝜉(𝑠)𝑖 = 𝜉𝑖−E𝜉𝑖√
D𝜉𝑖

для каждой 𝜉𝑖, 𝑖-ой компоненты вектора

𝜉. Запишем теперь это в матричном виде: введём ∆ — диагональную матрицу,

состоящую из элементов
√

D𝜉𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑝. Тогда 𝜉(𝑠) = ∆−1𝜉(𝑐) ⇒ Corr(𝜉) =

Cov(𝜉(𝑠)), то есть Cov(𝜉(𝑠)) — это корреляционная матрица до стандартизации.

2. Выборочный язык

Перейдём теперь на выборочный язык. Пусть x1, . . . ,x𝑛 ∈ R𝑝 — выборка объёма

𝑛. Можем задать эмпирическое распределение как {x𝑖 с вероятностью 1/𝑛}. Возникает

вопрос: как задать матрицу данных? Удобно было бы ее задать как матрицу размера

𝑝× 𝑛:

x1 . . . x𝑛 .

Но в книгах встречается следующий вариант матрицы данных :

X =

⎛⎜⎜⎜⎝
xT
1

...

xT
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ = [𝑋1 : . . . : 𝑋𝑝] ∈ R𝑛×𝑝.
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Теперь знаем, как написать все характеристики, упомянутые выше, на выборочном

языке.

∙ 𝑥𝑗 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑋𝑗)𝑖 — выборочное среднее, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

𝑋𝑗 = (𝑥𝑗, . . . , 𝑥𝑗)
T ∈ R𝑛.

Центрированная матрица данных X(𝑐) 1:

X(𝑐) = [𝑋1 −𝑋1 : . . . : 𝑋𝑝 −𝑋𝑝] = [𝑋
(𝑐)
1 : . . . : 𝑋(𝑐)

𝑝 ].

∙ 𝑠2𝑗 = 1
𝑛
‖𝑋(𝑐)

𝑗 ‖2 — выборочная дисперсия.

Матрица из стандартизованных признаков X(𝑠):

𝑋
(𝑠)
𝑗 =

𝑋𝑗 −𝑋𝑗

𝑠𝑗
=

𝑋
(𝑐)
𝑗

𝑠𝑗
,

1

𝑛
‖𝑋(𝑠)

𝑗 ‖ = 1 ∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

∙ S = 1
𝑛
(X(𝑐))TX(𝑐) — выборочная ковариационная матрица.

∙ Ĉorr𝜉 = 1
𝑛
(X(𝑠))TX(𝑠) — выборочная корреляционная матрица.

3. Примеры данных до стандартизации и после

Зададимся вопросом, как выглядят данные до стандартизации и после неё?

1. Данные с ненулевой корреляцией:

Рис. 1. Данные до стандартизации Рис. 2. Данные после стандартизации

1 Посчитали среднее по каждому признаку и вычли. Таким образом, среднее по каждому при­

знаку нулевое.
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2. Данные с нулевой корреляцией:

Рис. 3. Данные до стандартизации Рис. 4. Данные после стандартизации
После стандартизации — круг.

4. Многомерное нормальное распределение

Рассмотрим 𝜉 ∼ N𝑝(𝜇,Σ), где 𝜇 = E𝜉 — среднее значение 𝜉, Σ = Cov𝜉 — кова­

риационная матрица. Предположим, что Σ — невырожденная матрица.2 Плотность

многомерного нормального распределения задаётся формулой:

p(x, 𝜇,Σ) =
1

(2𝜋)𝑝/2|Σ|1/2
exp{−1

2
(x− 𝜇)TΣ−1(x− 𝜇)} для ∀x ∈ R𝑝, где

𝑝 — количество признаков. Очевидно, что в одномерном случае плотность будет иметь

следующий вид:

𝑝(𝑥) =
1√
2𝜋𝜎

exp{−(𝑥− 𝜇)2

2𝜎2
}, где

𝜇, 𝜎 — числа. Введём следующее понятие — расстояние Махаланобиса:

𝑟2𝑀(x, 𝜇,Σ) = (x− 𝜇)TΣ−1(x− 𝜇).

Отметим, что Σ в данном случае является неотрицательно определённой симметрич­

ной матрицей. Но так как ковариационная матрица удовлетворяет данному условию,

то получаем, что если расстояния Махаланобиса совпадают, то и плотности многомер­

ного нормального распределения тоже. Посмотрим, что будет являться расстоянием

Махаланобиса в одномерном случае (𝑝 = 1):√︂
(𝑥− 𝜇)2

𝜎2
=

|𝑥− 𝜇|
𝜎

= 𝑟𝑀(𝑥, 𝜇, 𝜎2) — расстояние до мат.ож., измеренное в 𝜎.

2 |Σ| ≠ 0.
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На выборочном языке:
|𝑥𝑖 − 𝑥|

𝑠𝑖
.

Таким образом, если у нас есть нормальное распределение, то в одномерном случае

мы можем измерять расстояние в сигмах, а в случае многомерного нормального рас­

пределения мы смотрим на линии уровня (точки, находящиеся на одном расстоянии

Махаланобиса от центра).

Рис. 5. Линии уровня

Ответим на следующий вопрос: какое преобразование необходимо сделать со слу­

чайной величиной, имеющей нормальное распределение, чтобы из зависимости полу­

чить независимость?

Рис. 6. Отбеливание

Сначала делаем поворот, а затем стандартизуем. Такое преобразование еще назы­

вается “отбеливанием”.

Пусть 𝜁 = Σ−1/2(𝜉 − 𝜇) — новая случайная величина, полученная из исходной

линейным преобразованием. несложно сосчитать, что E𝜁 = O, так как

E𝜁 = Σ−1/2(E𝜉 − 𝜇) = O.
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Посчитаем ковариацию 𝜁:

Cov(𝜁) = E𝜁𝜁T = Σ−1/2Cov(𝜉)Σ−1/2 = Σ−1/2 Σ1⏟ ⏞ 
E𝜉𝜉T

Σ−1/2 = I.

Вспомним несколько свойств, которые характерны для нормально распределённых

случайных величин:

1. Если 𝜉 ∼ N, то и всякое линейное преобразование 𝜉 тоже имеет нормальное рас­

пределение.

2. Знаем, что из независимости следует некоррелированность. В случае нормального

распределения верно и обратное. В общем случае это неверно. Приведём пример,

когда зависимость есть, но корреляция равна 0.

Рис. 7. Пример данных, когда зависимость

есть, но корреляция нулевая

3. Условное математическое ожидание является линейной функцией.

4. Ковариационная матрица Σ может быть вырожденной:3

Рис. 8. Ковариационная матрица

вырождена
3 Например, когда двумерное распределение сосредоточено на одной прямой.
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5. Переход к новым признакам

Пусть 𝜉 — 𝑝-мерная случайная величина, 𝑝 — количество признаков. Считаем, что

среднее равно нулю. Хотим образовать новый признак, который является линейной

комбинацией старых признаков (смысл в том, чтобы сделать так, чтобы новый признак

был в некотором смысле лучше, чем старые):

𝜂 = AT𝜉 = 𝜉TA = 𝑎1𝜉1 + . . . + 𝑎𝑝𝜉𝑝, A ∈ R𝑝,

D𝜂 = ATΣA.

Теперь пусть 𝜂 = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑑)
T ∈ R𝑑 — 𝑑-мерная случайная величина, т.е. 𝑑 — число

новых признаков, которая получается из исходной как 𝜂 = AT𝜉, где A ∈ R𝑝×𝑑. Соответ­

ствующая ковариационная матрица будет иметь вид Cov(𝜂) = ATΣA.

На выборочном языке: 𝑍 =
𝑝∑︀

𝑗=1

𝑎𝑗𝑋𝑗 = X𝐴 ∈ R𝑛 или Z = XA ∈ R𝑝×𝑑, где

X ∈ R𝑛×𝑝 — матрица данных.

1. Возьмём в качестве индивидов школьников, а в качестве признаков — оценки по

четырём школьным предметам:

∙ 𝑋1 — оценка по математике;

∙ 𝑋2 — оценка по физике;

∙ 𝑋3 — оценка по русскому;

∙ 𝑋4 — оценка по литературе.

Сами по себе оценки мало несут информации про общее положение в школе или

классе, поэтому давайте создадим новые признаки, которые будут более инфор­

мативными. Пусть это будут

∙ 𝑍1 = 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 + 𝑋4 — сумма оценок по всем предметам;

∙ 𝑍2 = 𝑋1 + 𝑋2 − (𝑋3 + 𝑋4) — разность между оценками по естественным и

гуманитарным наукам.
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Выясним, как будет выглядеть матрица A в этом случае:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

1 1

1 −1

1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ R4×2.

2. Рассмотрим два признака: оценки по математике 𝑋1 и физике 𝑋2.

Рис. 9. Scatterplot: 𝑋1 and 𝑋2

В данной ситуации получается, что новый признак 𝑋1 + 𝑋2 лучше всего характе­

ризует данные, то есть это та характеристика, по которой ученики максимально

различаются; второй признак — 𝑋1 − 𝑋2, по нему ученики отличаются меньше.

В анализе главных компонент (АГК) необходимо выбрать признак, который бы

наилучшим образом характеризовал данные. Такой характеристикой будет тот

признак, по которому данные максимально различаются.

3. Рассмотрим два признака: оценки по математике 𝑋1 и литературе 𝑋4. Максималь­

ное отличие получаем по разности данных признаков.4

4. Возможно, что данные неоднородные. Тогда новый признак строится так, чтобы

по нему группы максимально различались. Например, если взять математиков и

филологов, то данные образуют две группы.
4 Нарисуйте scatterplot в этом случае
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Рис. 10. Scatterplot: 𝑋1 and 𝑋4

5.1. Две интерпретации новых признаков. Факторные нагрузки

Обсудили, зачем необходимы новые признаки. Также до этого мы требовали, чтобы

новые признаки были линейной комбинацией старых. Теперь добавим еще условие, что:

∙ на выборочном языке: 𝑧𝑖 ⊥ 𝑧𝑗 (вектора-признаки ортогональны).

∙ на генеральном языке: 𝜌(𝜂𝑖, 𝜂𝑗) = 0 (случайные величины-признаки некоррелиро­

ваны).

Зависимость признаков по смыслу означает, что часть одного признака входит в другой,

то есть получается некоторая избыточность. Поэтому и требуется независимость (в

данном случае, более слабое условие — некоррелированность).

Пусть rank(X) = 𝑑, (𝑍1, . . . , 𝑍𝑑) — ортогональный базис в подпространстве размер­

ности 𝑑 — span(𝑋1, . . . , 𝑋𝑝) = colspan(X). Превратим базис в ортонормированный базис:

𝑄𝑖 = 𝑍𝑖

‖𝑍𝑖‖ . В ортонормированном базисе удобно вычислять координаты вектора через

скалярные произведения с базисными векторами. Если 𝑈1, . . . , 𝑈𝑑 — ортономированный

базис в R𝑑, то ∀ 𝐴 ∈ R𝑑 раскладывается по ортонормированному базису:

𝐴 =
𝑑∑︁

𝑖=1

< 𝐴,𝑈𝑖 > 𝑈𝑖, где < 𝐴,𝑈𝑖 > — 𝑖-ая координата вектора 𝐴 в базисе {𝑈𝑗}𝑑𝑗=1.

5 Таким образом, {𝑄𝑖}𝑑𝑖=1 — ортонормированный базис в пространстве span(𝑋1, . . . , 𝑋𝑝).

Новые признаки на самом деле интерпретируются двумя способами:
5 Рассмотрим пример: пространство R2, соответствующий базис (1, 1)T/

√
2, (1,−1)T/

√
2. Это ор­

тонормированный базис, да? Как вычислить координаты вектора (5, 4)T в данном базисе?
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∙ Новые признаки задаются равенством (новые признаки есть линейная комбинация

старых):

XA = Z.

∙ Исходные признаки выражаются через новые (есть пространство, в нём базис,

каждый вектор этого пространства раскладывается по базису):

∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 𝑋𝑖 =
𝑑∑︁

𝑗=1

< 𝑋𝑖, 𝑄𝑗 > 𝑄𝑗. (1)

Определение 1. 𝑓𝑖𝑗 =< 𝑋𝑖, 𝑄𝑗 > — факторные веса, факторные нагрузки.

Составим матрицу F = {𝑓𝑖𝑗}𝑝,𝑑𝑖=1,𝑗=1 = [𝐹1, : . . . : 𝐹𝑑] ∈ R𝑝×𝑑 — коэффициенты разло­

жения по ортонормированному базису, тогда можем записать разложение (1) в матрич­

ном виде:

X =
𝑑∑︁

𝑗=1

𝑄𝑗𝐹
T
𝑗 = QFT. (2)

‖𝑄𝑗‖ = 1, ‖𝐹𝑗‖ ≠ 1 в разложении (2). Давайте нормируем 𝐹 . Пусть 𝜎𝑗 = ‖𝐹𝑗‖, 𝑃𝑗 =
𝐹𝑗

‖𝐹𝑗‖ ,

тогда ‖𝑄𝑗‖ = ‖𝑃𝑗‖ = 1 и

X =
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜎𝑗𝑄𝑗𝑃
T
𝑗 = QΣPT, где Σ = diag{𝜎1, . . . , 𝜎𝑑}. (3)

Что за матрица 𝑄𝑗𝑃
T
𝑗 ∈ R𝑛×𝑝? Можно заметить, что rank(𝑄𝑗𝑃

T
𝑗 ) = 1; действительно,

столбцы матрицы пропорциональны; то же самое для строк. Таким образом, у нас была

исходная матрица ранга 𝑑, а мы превратили её в сумму 𝑑 элементарных матриц ранга

1.

Пусть X(𝑗) = 𝜎𝑗𝑄𝑗𝑃
T
𝑗 , тогда X =

𝑑∑︀
𝑗=1

X(𝑗).

5.2. Вклад новых признаков

Ввели новый признак, теперь хотелось бы понять, какую важную часть информа­

ции он в себя включает. Введём скалярное произведение двух матриц, которой соответ­

ствует норма Фробениуса (‖A‖2𝐹 =
∑︀
𝑖𝑗

𝑎2𝑖𝑗):

(Y,Z)𝐹 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑦𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗.
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Если верно ‖X‖2 = ‖
𝑑∑︀

𝑗=1

X(𝑗)‖2𝐹
?
=

𝑑∑︀
𝑗=1

‖X(𝑗)‖2𝐹 , то вклад 𝑗-ого признака (вклад 𝑗-ой

элементарной матрицы) равен ‖X(𝑗)‖2
‖X‖2 .6

Замечание 1. Для разложения (3), ‖
𝑑∑︀

𝑗=1

X(𝑗)‖2𝐹 =
𝑑∑︀

𝑗=1

‖X(𝑗)‖2𝐹 (скалярное произведение

равно 0, потому что 𝑄𝑖 ⊥ 𝑄𝑗).

Так как 𝑄𝑗 и 𝑃𝑗 нормированы, то можем продолжить равенство:

‖X‖2 = ‖
𝑑∑︁

𝑗=1

X(𝑗)‖2𝐹 =
𝑑∑︁

𝑗=1

‖X(𝑗)‖2𝐹 =
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜎2
𝑗 .

Замечание 2. Пусть старые признаки 𝑋𝑖 центрированные, тогда новые признаки 𝑍𝑖

и 𝑄𝑖 тоже центрированные.

Доказательство. Новые признаки — это линейная комбинация старых. Среднее линей­

ной комбинации есть линейная комбинация средних по признакам. Средние по призна­

кам равны 0, получаем центрированные новые признаки.

6. Пара фактов из линейной алгебры

1. Унитарная матрица U — ортогональная матрица в комплексном случае. Ее свой­

ства:

∙ U — квадратная матрица: UT = U−1.

∙ Столбцы U ортонормированы.

∙ Строки U ортонормированы.7

∙ Умножение на матрицу U означает поворот или отражение.

∙ При умножении на матрицу U (и на UT) не меняются нормы векторов и углы

между векторами. Пусть есть вектора 𝑌 , 𝑍, после умножения на матрицу U

получим ̃︀𝑌 = U𝑌, ̃︀𝑍 = U𝑍 и ‖𝑌 ‖ = ‖̃︀𝑌 ‖, ‖𝑍‖ = ‖ ̃︀𝑍‖, < 𝑌,𝑍 >=< ̃︀𝑌 , ̃︀𝑍 >

(почему это означает равенство углов между векторами?).

Пример 1. U =

⎛⎝ cos𝜑 sin𝜑

− sin𝜑 cos𝜑

⎞⎠ — матрица поворота на угол 𝜑.

6 Если отношение равно 1/2, то значит, что 𝑗-ый признак измеряет 50% всей информации.
7 2 пункт эквивалентен 3. Почему? Если матрица ортогональная, то и транспонированная к ней

тоже ортогональная (следует из пункта 1).
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Обычно, унитарная матрица строится из ортонормированного базиса, который

составляет столбцы матрицы. (Проверьте, что в примере с поворотом на 𝜑 это

так.)

2. Пусть {𝑃𝑖}𝑟𝑖=1 — система независимых векторов, рассмотрим линейную оболочку

ℒ𝑟 = span{𝑃1, . . . , 𝑃𝑟} в R𝐿, Π : R𝐿 → ℒ𝑟 — ортогональный проектор на ℒ𝑟 (он

сопоставляет вектору ближайшую точку из подпространства, что делается опус­

канием перпендикуляра). Матрица Π:

Π = P(PTP)−1PT.

Пусть {𝑃𝑖}𝑟𝑖=1 — ортонормированный базис ℒ𝑟, т.е.

PTP = I𝑟×𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 · · · 0

. . .

0 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ R𝑟×𝑟.

Тогда Π = PPT.
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Глава 1

Сингулярное разложение

(SVD — Singular Value Decomposition)

1.1. Как строится сингулярное разложение

Пусть 𝐿 — число признаков, 𝐾 — количество индивидов, Y = XT ∈ R𝐿×𝐾 — нену­

левая матрица. Обозначим S = YYT ∈ R𝐿×𝐿 — симметричная неотрицательно опреде­

лённая матрица. По определению,

S𝑈𝑖 = 𝜆𝑖𝑈𝑖, где

{𝑈𝑖}𝐿𝑖=1 — ортонормированный набор из собственных векторов матрицы S,

𝜆1 ≥ . . . ≥ 𝜆𝐿 ≥ 0 — собственные числа матрицы S.1

Пусть 𝑑 = rankY = colrankY = rowrankY. Знаем, что 𝑑 ≤ min(𝐿,𝐾).

Предложение 1. 1. 𝑑 = rankYYT.

2. 𝜆𝑑 > 0; 𝜆𝑖 = 0 при 𝑖 > 𝑑.2

3. {𝑈𝑖}𝑑𝑖=1 образуют ортонормированный базис colspanY.

Введём вектор

𝑉𝑖
𝑑𝑒𝑓
=

YT𝑈𝑖√
𝜆𝑖

∈ R𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑.

Предложение 2. 1. {𝑉𝑖}𝑑𝑖=1 — ортонормированная система векторов.

2. 𝑉𝑖 — собственные вектора YTY, соответствующие тем же собственным чис­

лам 𝜆𝑖. Остальные собственные вектора YTY соответствуют нулевым собствен­

ным числам.

3. 𝑈𝑖 =
Y𝑉𝑖√
𝜆𝑖

.

4. Y =
𝑑∑︀

𝑖=1

√
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 — SVD (Сингулярное разложение матрицы).34

1 Неотрицательные, так как матрица S неотрицательно определена.
2 Упорядочили собственные числа: первые 𝑑 строго положительные, а остальные все нули.
3 Разложение в сумму элементарных матриц.
4 Самый важный пункт утверждения.
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Что здесь считать новыми признаками, если Y = XT? 𝑉𝑖,5 так как 𝑈𝑖 ∈ R𝐿,

𝑉𝑖 ∈ R𝐾 .

∙ 𝑈𝑖 — ортонормированный базис в пространстве столбцов.

∙ 𝑉𝑖 — ортонормированный базис в пространстве строк.6

∙ 𝜆𝑖∑︀𝑑
𝑖=1 𝜆𝑖

— вклад 𝑖-ого признака.

Определение 2.
√
𝜆𝑖 — сингулярные числа матрицы Y, 𝑈𝑖 — левые сингулярные век­

тора, 𝑉𝑖 — правые сингулярные вектора.

Тройка (
√
𝜆𝑖, 𝑈𝑖, 𝑉𝑖) называется 𝑖-ой собственной тройкой сингулярного разложе­

ния.

Замечание 3. Сингулярное разложение — единственное разложение с двумя орто­

нормированными базисами.

1.2. Матричный вид сингулярного разложения

Можно записать двумя способами:

1. Введём U𝑑 = [𝑈1 : . . . : 𝑈𝑑], V𝑑 = [𝑉1 : . . . : 𝑉𝑑], Λ𝑑 = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑑). Тогда

Y = U𝑑Λ
1/2
𝑑 VT

𝑑 .

2. Возьмём U = [𝑈1 : . . . : 𝑈𝑑 : 𝑈𝑑+1 : . . . : 𝑈𝐿] — ортонормированный базис в R𝐿.7

VT = [𝑉1 : . . . : 𝑉𝑑 : 𝑉𝑑+1 : . . . : 𝑉𝐾 ] — ортонормированный базис в R𝐾 .

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 0 . . . . . . 0

0
. . . 0 0

0 𝜆𝑑 0

0
. . . 0

0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ R𝐿×𝐾 . Тогда8

Y = UΛ1/2VT.

5 Они длинные :)
6 Можем X транспонировать, проделать всё то же самое, а поменяются местами только 𝑈𝑖 и 𝑉𝑖.
7 𝑈𝑑+1, . . . , 𝑈𝐿 соответствуют нулевому собственному числу матрицы.
8 U,V — ортогональные матрицы.
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1.3. Единственность сингулярного разложения

Насколько единственно разложение SVD (оно одно существует для матрицы или

нет)? Можно подумать, что разложение не единственное, так как

1. Собственные вектора не единственные, то есть если 𝑈𝑖 — собственный вектор, то

(−𝑈𝑖) — собственный вектор,9

Y =
𝑑∑︁

𝑖=1

√︀
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 =

𝑑∑︁
𝑖=1

√︀
𝜆𝑖(−𝑈𝑖)(−𝑉𝑖)

T.

2. Пусть есть два одинаковых собственных числа 𝜆 = 𝜆1 = 𝜆2, 𝑈1 и 𝑈2 — два ор­

тонормированных вектора, соответствующих собственному числу 𝜆. Тогда любая

линейная комбинация 𝑈1 и 𝑈2 будет являться также собственным вектором и бу­

дет соответствовать тому же собственному числу, то есть ∀ 𝛼, 𝛽: 𝛼𝑈1+𝛽𝑈2 — с.в. с

с.ч. 𝜆. Таким образом, если у нас есть два одинаковых собственных числа, то они

порождают подпространство размерности 2, и любой ортонормированный базис в

этом подпространстве подходит нам в качестве собственного вектора.10

Получаем, что единственности в буквальном смысле не получается. Поэтому сфор­

мулируем необходимое нам утверждение.

Предложение 3 (Единственность SVD). Пусть 𝐿 ≤ 𝐾. Пусть Y =
𝐿∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑃𝑖𝑄
T
𝑖 — неко­

торое разложение в сумму элементарных матриц (биортогональное разложение), та­

кое что:

1. 𝑐1 ≥ . . . ≥ 𝑐𝐿 ≥ 0;

2. {𝑃𝑖}𝐿𝑖=1 — ортонормированные, {𝑄𝑖}𝐿𝑖=1 — ортонормированные.

Тогда Y =
𝐿∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖𝑃𝑖𝑄
T
𝑖 — SVD, то есть любое биортогональное разложение c неотрица­

тельными коэффициентами является сингулярным.

9 В вещественном случае собственный вектор определяется единственным образом с точностью

до константы, модуль которой равен 1 (это всего 1 и -1). Но сингулярное разложение обобщается в

комплексном случае, а здесь уже констант, по модулю равных 1, много.
10 Если у нас есть два одинаковых собственных числа, то мы можем брать любой базис, но сумма

двух матриц постоянна, то есть она не меняется от выбора базиса.
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Замечание 4. В частности:

∙ 𝑐𝑑 > 0, 𝑐𝑑+1 = . . . = 𝑐𝐿 = 0,

∙ 𝑐2𝑖 = 𝜆𝑖 — собственные числа YYT,

∙ 𝑃𝑖 — собственные вектора YYT,

∙ 𝑄𝑖 — собственные вектора YTY,

∙ 𝑄𝑖 = YT𝑃𝑖√
𝜆𝑖

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑 (𝑑 = rankYYT).

1.4. Оптимальные свойства сингулярного разложения

Обозначим 𝑀𝑟 ⊂ R𝐿×𝐾 — пространство матриц ранга, меньшего или равного 𝑟.

Предложение 4 (Оптимальные свойства сингулярного разложения). Пусть 𝑟 ≤ 𝑑.

1. (Аппроксимация матрицей (Low-rank approximation))

miñ︀Y∈𝑀𝑟

‖Y− ̃︀Y‖2𝐹 =
𝑑∑︀

𝑖=𝑟+1

𝜆𝑖 и достигается на ̃︀Y =
𝑟∑︀

𝑖=1

√
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 .

2. (Аппроксимация подпространством)

Пусть ℒ𝑟 ⊂ R𝐿 — подпространство размерности ≤ 𝑟. Тогда

min
ℒ𝑟

𝐾∑︁
𝑖=1

dist2(𝑌𝑖,ℒ𝑟) =
𝑑∑︁

𝑖=𝑟+1

𝜆𝑖

и достигается на ℒ(0)
𝑟 = span(𝑈1, . . . , 𝑈𝑟).

Попробуем ответить на вопрос — что выгоднее хранить в памяти — всю матри­

цу или ее сингулярное разложение? Чтобы хранить матрицу данных размера 𝐿 × 𝐾,

требуется хранить 𝐿𝐾 элементов. Чтобы хранить вектора сингулярного разложения,

требуется 𝑑(𝐿 + 𝐾) элементов.11 Таким образом, если, к примеру, матрица близка к

квадратной (𝐿 = 𝐾), то при 𝐿 > 2𝑑, выгоднее хранить сингулярное разложение.

11 Всего 𝑑 сингулярных троек, 𝑈𝑖 ∈ R𝐿, 𝑉𝑖 ∈ R𝐾 , а сингулярные числа приписываем к одному из

векторов.



18

Глава 2

Анализ главных компонент (АГК)

(PCA — principal component analysis)

2.1. Главные направления

Пусть 𝑌1, . . . , 𝑌𝐾 ∈ R𝐿. Рассмотрим вектор 𝑃 : ‖𝑃‖ = 1. Этот вектор задает на­

правление (прямую, подпространство размерности 1). Проекция на данное направление

выглядит следующим образом: ⟨𝑌𝑖, 𝑃 ⟩𝑃 , a ее длина равна |⟨𝑌𝑖, 𝑃 ⟩|. Проекция измеряет

то, насколько это направление соответствует нашим данным. Поставим задачу найти

направление, которое лучше всего описывает нашу совокупность точек. Чем больше

проекция, тем лучше. Задача:

𝐾∑︁
𝑖=1

⟨𝑌𝑖, 𝑃 ⟩2 → max
𝑃

.

Вектор 𝑃1, на котором достигается максимум, задает первое главное направление.

Далее будем искать максимум по всевозможным векторам, ортогональным 𝑃1 и

так далее.

Предложение 5. Верно следующее:

1. max
𝑃

𝐾∑︀
𝑖=1

⟨𝑌𝑖, 𝑃 ⟩2 = 𝜆1 и достигается на 𝑃 = 𝑈1,

2. max
𝑃 : 𝑃⊥𝑈1

𝐾∑︀
𝑖=1

⟨𝑌𝑖, 𝑃 ⟩2 = 𝜆2 и достигается на 𝑃 = 𝑈2,

. . .

r. max
𝑃 : 𝑃⊥𝑈𝑗 , 𝑗=1,...,𝑟−1

𝐾∑︀
𝑖=1

⟨𝑌𝑖, 𝑃 ⟩2 = 𝜆𝑟 и достигается на 𝑃 = 𝑈𝑟.

𝑈𝑖 — главные направления.

Разложение 𝑌𝑗 по главным направлениям: 𝑌𝑗 =
𝑟∑︀

𝑖=1

⟨𝑌𝑗, 𝑈𝑖⟩𝑈𝑖.

⟨𝑌𝑗, 𝑈𝑖⟩ — i-я компонента вектора 𝑌𝑗 (коэффициент разложения вектора по глав­

ным направлениям). Составим вектор i-х главных компонент:

𝑍𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎝
⟨𝑌1, 𝑈𝑖⟩

. . .

⟨𝑌𝐾 , 𝑈𝑖⟩

⎞⎟⎟⎟⎠ = YT𝑈𝑖 =
√︀

𝜆𝑖𝑉𝑖 = X𝑈𝑖.
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2.2. Анализ главных компонент. Построение

2.2.1. Анализ главных компонент на выборочном языке

Вернемся к сингулярному разложению. Имеем разложение:

Y =
𝑑∑︁

𝑖=1

√︀
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 .

Теперь перейдём на выборочный язык анализа главных компонент. Помним, что

Y = XT ∈ R𝐿×𝐾 , где столбцы — индивиды, строки — признаки; индивидов 𝐾, а при­

знаков 𝐿.1 В случае анализа главных компонент 𝐷1 = {1, . . . , 𝐿}, 𝐷2 = {1, . . . , 𝐾},

𝜇1({𝑖}) = 1 — считающая мера, 𝜇2({𝑖}) = 1
𝐾

— вероятностная мера, где 𝑖 — номер

индивида. Отсюда следует, что квадрат нормы ‖ ·‖21 вектора-индивида из R𝐿 равен сум­

ме квадратов его компонент всегда, а норма в квадрате ‖ · ‖22 вектора-признака из R𝐾

в анализе главных компонент считается не как сумма, а как среднее арифметическое

квадратов компонент вектора. Далее, 1 у нормы вектора означает, что там сумма квад­

ратов, а 2 — что среднее арифметическое. Если индекса у нормы нет, то это означает,

что рассматривается вариант 1, т.е., обычная евклидова норма.

Предполагаем, что Y — центрированная по строчкам, то есть среднее по признакам

равно 0, и тогда получаем другое разложение:

Y =
𝑑∑︁

𝑖=1

√︁̃︀𝜆𝑖
̃︀𝑈𝑖
̃︀𝑉 T
𝑖 .

2.3. Связь между SVD и АГК. Общее и различия

Необходимо найти связь между ̃︀𝜆𝑖, ̃︀𝑈𝑖, ̃︀𝑉𝑖 и 𝜆𝑖, 𝑈𝑖, 𝑉𝑖 соответственно.Знаем, что

∙ 𝑈𝑖 — ортонормированная система собственных векторов матрицы YYT = XTX,

∙ ̃︀𝑈𝑖 — ортонормированная система собственных векторов матрицы 1
𝐾
YYT = 1

𝐾
XTX.

Таким образом, получаем следующие соотношения:

∙ 𝑈𝑖 = ̃︀𝑈𝑖,

∙ 𝜆𝑖 = 𝐾̃︀𝜆𝑖,
1 Визуально: Y — горизонтальная матрица, а X — вертикальная.
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∙ 𝑉𝑖 =
̃︀𝑉𝑖√
𝐾

.

∙ Так как коэффициент (веса) 1/𝐾 не влияет на равенство нулю скалярного произ­

ведения, то условие ортогональности векторов 𝑉𝑖 то же самое.

Также заметим, что

‖Y‖21,2 =
1

𝐾

∑︁
𝑖𝑗

𝑦2𝑖𝑗 =
‖Y‖2𝐹
𝐾

.

Рассмотрим теперь отличия сингулярного разложения от анализа главных компо­

нент.

1. Столбцы в матрице Y неравноправны, то есть SVD полностью симметрично, а

АГК нет. В частности, это из-за разных норм в пространстве признаков.

2. В АГК предполагается, что признаки центрированы, а индивиды нет.

3. В АГК рекомендована нормировка признаков.

Когда нормируем признаки? Когда признаки измерены в разных шкалах.2

∙ Нормируем признаки, если есть, например, данные в сантиметрах и метрах.

∙ Не нормируем признаки, если есть, например, баллы за задачи и хотим, чтобы

главная компонента отражала уровень по результатам задач. Пусть есть сложные

(от 0 до 10) и простые (от 0 до 5) задачи. Ясно, что получить 2.5 балла за простую

задачу и 5 баллов за сложную — это разные вещи, но если мы нормируем данные,

то мы сравняем эти две вещи.

2.4. Чему АГК соответствует на статистическом языке?

Перейдём к X ∈ R𝑛×𝑝 (𝐿 → 𝑝 — количество индивидов, 𝐾 → 𝑛 — число призна­

ков). Пусть столбцы X (признаки) центрированы. Берём признак, какую норму нужно
2 Если что-то измерено в шкале от 0 до 1, а что-то от 0 до 100, то результат АГК будет неинте­

ресным. Всегда первое главное направление будет перетягиваться тем признаком, которые принимает

значения с существенно большим разбросом.
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рассматривать? Вероятностную норму. Что означает характеристика ‖𝑋𝑖‖22 на ста­

тистическом языке?

‖𝑋𝑖‖22 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(︀
(𝑋𝑖)𝑗 −𝑋 𝑖

)︀2
= 𝑠2(𝑋𝑖) — выборочная дисперсия 𝑋𝑖.

Что означает норма матрицы данных ‖X‖21,2 на статистическом языке? Используем

верхнюю строчку и предполагаем, что X центрированы.

‖X‖21,2 =

𝑝∑︁
𝑖=1

‖𝑋𝑖‖22 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑠2(𝑋𝑖) — total variance.

Посчитаем норму вектора главных компонент (считаем, что АГК: Y =
𝑑∑︀

𝑖=1

√
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 ):

𝑍𝑖 = X𝑈𝑖 =
√
𝜆𝑖𝑉𝑖, где 𝑍𝑖 — вектор проекций индивидов на 𝑖-ое направление и 𝑖 =

1 . . . , 𝑛.

Знаем, что ‖𝑍𝑖‖22 = 𝑠2(𝑍𝑖). Учитывая, что 𝑉𝑖 нормированы, то

‖𝑍𝑖‖22 = 𝑠2(𝑍𝑖) = ‖X𝑈𝑖‖22 = ‖
√︀
𝜆𝑖𝑉𝑖‖22 = 𝜆𝑖.

Разложение можем записать следующим образом:

XT =
𝑑∑︁

𝑖=1

√︀
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖𝑉
T
𝑖 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑈𝑖𝑍
T
𝑖 ,

где 𝐹𝑖 =
√
𝜆𝑖𝑈𝑖 — вектор 𝑖-х факторных весов (нагрузок), 𝑍𝑖 =

√
𝜆𝑖𝑉𝑖 — вектор главных

компонент.

2.5. Вклад главных компонент

Вычислим норму Y = XT.

‖XT‖21,2 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑠2(𝑋𝑖) =
𝑑∑︁

𝑖=1

‖(
√︀
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 )T‖22 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 =
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑠2(𝑍𝑖).

Получилось, что total variance не меняется при переходе к новым признакам (при

повороте норма векторов не меняется).
𝜆𝑗

𝑑∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖

— вклад 𝑗-ой главной компоненты в общую дисперсию.3

𝑠2(𝑋𝑖) — информативность 𝑖-ого признака, 𝑠2(𝑍𝑖) — информативность 𝑖-ой глав­

ной компоненты. Таким образом, чем больше разброс, тем больше эта характеристика
3 В числителе — дисперсия нового признака, в знаменателе — общая дисперсия.
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информативна. Первая главная компонента имеет наибольшую норму, поэтому эта ком­

понента самая информативная.

Напомним, что 𝑍𝑖 = X𝑈𝑖, то есть 𝑍𝑖 — линейная комбинация 𝑋𝑗 с коэффициентами,

взятыми из 𝑈𝑖. Таким образом, главные компоненты — это ортогональные между со­

бой линейные комбинации исходных признаков, обладающие свойством оптимальности.

Возможны варианты:

1. Матрица X — центрирована. Тогда 𝑈𝑖 — это собственные векторы матрицы 1
𝑛
YYT =

1
𝑛
XTX (выборочная ковариационная матрица).

2. Матрица X — центрирована и нормирована. Тогда 𝑈𝑖 — собственные векторы мат­

рицы 1
𝑛
YYT = 1

𝑛
XTX (выборочная корреляционная матрица).

2.6. АГК с точки зрения построения базиса в пространстве

индивидов и в пространстве признаков

Анализ главных компонент на выборочном языке: X ∈ R𝑛×𝑝, 𝑈𝑖 ∈ R𝑝, 𝑉𝑖 ∈ R𝑛.

XT =
𝑑∑︁

𝑖=1

√︀
𝜆𝑖𝑈𝑖𝑉

T
𝑖 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖𝑉
T
𝑖 =

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑈𝑖𝑍
T
𝑖 ,

𝐹𝑖 =
√
𝜆𝑖𝑈𝑖 — вектор 𝑖-х факторных весов (нагрузок),

𝑍𝑖 =
√
𝜆𝑖𝑉𝑖 — вектор главных компонент.

1. XT =
𝑑∑︀

𝑖=1

𝐹𝑖𝑉
T
𝑖 , где {𝑉𝑖}𝑑𝑖=1 — ортонормированный базис в пространстве признаков.

Пусть F = {𝑓𝑖𝑗}𝑝,𝑑𝑖=1,𝑗=1 = [𝐹1 : . . . , 𝐹𝑑]. Тогда

𝑓𝑖𝑗 = ⟨𝑋𝑖, 𝑉𝑗⟩2⏟  ⏞  
𝑗-я коорд. 𝑖-ого признака
в базисе новых признаков

=

⎧⎪⎨⎪⎩Cov(𝑋𝑖, 𝑉𝑗), если АГК по ковариац. матр.

𝜌(𝑋𝑖, 𝑉𝑗) = 𝜌(𝑋𝑖, 𝑍𝑗), если АГК по корреляц. матр.

2. XT =
𝑑∑︀

𝑖=1

𝑈𝑖𝑍
T
𝑖 , где {𝑈𝑖}𝑑𝑖=1 — ортонормированный базис в пространстве индивидов.

Пусть Z = {𝑧𝑖𝑗}𝑛,𝑑𝑖=1,𝑗=1 = [𝑍1 : . . . , 𝑍𝑑]. Тогда

𝑧𝑖𝑗 = ⟨x𝑖, 𝑈𝑗⟩1⏟  ⏞  
𝑗-я коорд. 𝑖-ого индивида

в новом базисе

.
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Так как индивиды не центрированы и не нормированы, это равенство продолжить

по аналогии с предыдущим пунктом не можем. Но можем выписать следующее.

Пусть 𝛼(x𝑖, 𝑈𝑗) — угол между x𝑖 и 𝑈𝑗. Тогда

cos(𝛼(x𝑖, 𝑈𝑗)) =
⟨x𝑖, 𝑈𝑗⟩1
‖x𝑖‖‖𝑈𝑗‖

=
⟨x𝑖, 𝑈𝑗⟩1
‖x𝑖‖

.

Эти два пункта помогают ответить на вопрос — как выявить индивидов, которые плохо

описываются плоскостью первых двух компонент?

Чтобы посчитать, как хорошо индивид описывается плоскостью, надо посчитать

косинус угла между плоскостью и индивидом. Очевидно, что индивиды, перпендикуляр­

ные плоскости, плохо описываются этой плоскостью. Если есть ортогональный базис, то

верно следующее: cos2(угла между вектором и проекцией на плоскость)=cos2(угла меж­

ду вектором и 1-ым элементом базиса)+ cos2(угла между вектором и 2-ым элементом

базиса).

Пусть x𝑖 ∈ R𝑝 — индивид. Тогда косинус угла между ним и плоскостью первых

двух главных компонент:

cos2(𝛼(x𝑖, span(𝑈1, 𝑈2))) =

𝑧2𝑖1⏞  ⏟  
⟨x𝑖, 𝑈1⟩2

‖x𝑖‖2
+

𝑧2𝑖2⏞  ⏟  
⟨x𝑖, 𝑈2⟩2

‖x𝑖‖2
=

𝑧2𝑖1
𝑑∑︀

𝑗=1

𝑧2𝑖𝑗

+
𝑧2𝑖2
𝑑∑︀

𝑗=1

𝑧2𝑖𝑗

.

Мы получили, что, складывая квадраты нормированных строк Z, мы можем получать

квадраты косинусов углов между индивидами и плоскостью.

Вернемся к признакам. Пусть признаки стандартизованы. Аналогично можем по­

лучить, что

cos2(𝛼(𝑋𝑗, span(𝑉1, 𝑉2))) = 𝑓 2
𝑗1 + 𝑓 2

𝑗2.

Если все центрировано, то косинус можно назвать корреляцией (формулы для

косинуса и коэффициента корреляции совпадут). Тогда получим, что множественный

коэффициент корреляции равен сумме квадратов обычных корреляций, то есть

𝑅2(𝑋𝑗;𝑉1, 𝑉2) = 𝜌2(𝑋𝑗, 𝑉1) + 𝜌2(𝑋𝑗, 𝑉2),

так как квадрат множественного коэффициента корреляции между вектором-призна­

ком и набором векторов-признаков — это косинус угла между центрированным векто­

ром-признаком и подпространством, натянутым на вектора-признаки из набора. Интер­

претация множественного коэффициента корреляции — мера зависимости между одним

признаком и набором признаков.
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Замечание 5. U = [𝑈1 : . . . : 𝑈𝑑], F = [𝐹1 : . . . : 𝐹𝑑]

1.
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑢2
𝑖𝑗 = ‖𝑈𝑗‖2 = 1

2.
𝑑∑︀

𝑗=1

𝑢2
𝑖𝑗 = 1 (так как U — тоже ортогональная матрица)

3.
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑓 2
𝑖𝑗 = ‖𝐹𝑗‖2 = 𝜆𝑗

4.
𝑑∑︀

𝑗=1

𝑓 2
𝑖𝑗 =

𝑑∑︀
𝑗=1

⟨𝑋𝑖, 𝑉𝑗⟩22 = ‖𝑋𝑖‖22 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑠2(𝑋𝑖), если АГК по ковариац. матр.

1, если АГК по корреляц. матр.

Скалярное произведение ⟨𝑋𝑖, 𝑉1⟩22 характеризует то, насколько 1-ый новый признак

описывает исходный. Если рассмотреть ⟨𝑋𝑖, 𝑉1⟩22+⟨𝑋𝑖, 𝑉2⟩22, то это то, насколько первых

два новых признака описывают старый.

2.7. Интерпретация главных компонент. Смысл первой главной

компоненты в случае положительных ковариаций

Теорема 1 (Перрона-Фробениуса). Пусть A — симметричная, неотрицательно опре­

деленная матрица, ее элементы положительны. Тогда все компоненты ее первого соб­

ственного вектора 𝑈1 будут одного знака.

Таким образом, если все корреляции (ковариации) положительны, то все компо­

ненты 𝑈1 одного знака. Это определяет смысл первой главной компоненты (в случае

положительных ковариаций). Тогда первая главная компонента является линейной ком­

бинацией старых признаков с коэффициентами одинакового знака. Это можно проин­

терпретировать как некий общий уровень чего-либо (например, общий уровень ученика,

если признаки — оценки в школе). От того, какой знак, положительный или отрица­

тельный, зависит то, с какой стороны по оси первой главной компоненты находятся в

среднем большие значения исходных признаков, а с какой - меньшие.

Остальные главные компоненты можно также интерпретировать исходя из коэф­

фициентов перед старыми признаками.4

4 Напомним, что коэффициентами линейной комбинации являются элементы векторов 𝑈𝑖.



25

2.8. Выбор числа главных компонент

Приведем некоторые варианты выбора числа главных компонент.

1. Задается процент 𝑃 и берется 𝜏 компонент:
𝜏∑︀

𝑖=1

𝜆𝑖

𝑑∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖

> 𝑃%,

то есть чтобы компоненты несли в себе не менее 𝑃% информации.

2. Правило Кайзера. Выбираются главные компоненты, информативность которых

больше средней информативности:

𝑖 : 𝜆𝑖 >

𝑝∑︀
𝑖=1

𝑠2(𝑋𝑖)

𝑝
=

𝑑∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖

𝑝
.

Если АГК по корреляционной матрице, то 𝑖 : 𝜆𝑖 > 1.

3. Правило сломанной трости. Пусть 𝜇𝑖 = 𝜆𝑖
𝑑∑︀

𝑖=1
𝜆𝑖

. Числа 𝜇𝑖 делят отрезок [0, 1] на

неравные части. Получаем разбиение 0 < 𝜇1 < 𝜇2 < . . . < 𝜇𝑑−1 < 1. Выбирается

компонента, длина которой больше средней длины кусочка случайно сломанной

трости.

4. Правило каменистой осыпи. Строим график упорядоченных по убыванию соб­

ственных чисел (scree plot). С какого-то момента собственные числа начинают

медленно меняться. Берем компоненты до этого момента, то есть пока собствен­

ные числа существенно отличаются друг от друга.

Рис. 2.1. Scree plot
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5. Интерпретируем столько компонент, сколько можем.

2.9. Оптимизация в АГК в терминах ковариационных матриц

Напомним, что Y = XT, где X — матрица данных.

Предложение 6. Задача ‖Y − ̃︀Y‖ → miñ︀Y: rank ̃︀Y≤𝑟
эквивалентна задаче ‖YYT − ̃︀Ỹ︀YT‖ →

miñ︀Y: rank ̃︀Y≤𝑟
. Решение этой задачи ̃︀Y* строится как сумма собственных троек, соответ­

ствующих первым 𝑟 главным компонентам.

Если матрица центрирована, то задача ‖YYT − ̃︀Ỹ︀YT‖ → miñ︀Y: rank ̃︀Y≤𝑟
эквивалентна

следующей задаче:

‖S− ̃︀S‖ → miñ︀S: rank̃︀S≤𝑟
,

где S — ковариационная матрица для наших данных, а ̃︀S — какая-то ковариационная

матрица (симметричная, неотрицательно определенная).
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